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Turoffner und tragisches Handicap

Zahlen ist die wohl fundamentalste Idee der Mathematik.

Text: Kurt Hess

Wenn Kinder routiniert zéhlen, die Bedeutung
des Zahlens kennen und die dezimale Systematik
sinnvoll nutzen, kénnen sie 6konomisch durch
die Welt der Zahlen navigieren. Andererseits
kennt jede Lehrperson Kinder, die sich nicht
vom zdhlenden Rechnen l6sen, Operationen als
Zahlrezepte verstehen, fur deren Umsetzung
viel Zeit brauchen und durch (Zahl-)Fehler auf-
fallen. Bewusstes Zahlen ermdglicht also wich-
tige mathematische Zugange, kann aber auch
ein tragisches Handicap darstellen, wenn Kin-
der dabei verharren und andere Strategien
ignorieren.

Erster Tiir6ffner: Konzept des Ab-
zdhlens (kardinales Verstindnis)
Beim Zahlen ist zu unterscheiden, ob lediglich
Zahlnamen der Reihe nach aufgesagt werden
oder ob eine konkrete Anzahl ermittelt wird. Die
meisten vierjahrigen Kinder bestimmen Anzah-
len, indem sie jedem Element in stabiler Abfolge
genau eine Zahl zuordnen (1-zu-1-Korrespon-
denz) und die letzte als Anzahl angeben (Kardi-
nalzahl: wie viele?). Dieses bewusste Zahlen ge-
lingt manchen Kindern schon vor Eintritt in den
Kindergarten, wahrend andere noch auf — teil-
weise langwierige — Spiel- und Lerngelegenhei-
ten angewiesen sind (vgl. Hess, 2021b). Es ist
maoglich, dass ein Kind zwar zahlt, aber nicht
weiss, was die letzte Zahl bedeutet. Lou zahlt
zwar 7 Balle, antwortet aber auf die Frage, wie
viele es seien, mit einem Achselzucken: «5? 2?
6?» Das Madchen weiss, wie zahlen geht, aber
nicht, wozu es das brauchen kann. Damit das
Zahlen mathematisch sinnvoll erfolgen kann, ist
der Erwerb weiterer Prinzipien notwendig. Das
Abstraktionsprinzip besagt, dass beispielsweise
5 Mause und 5 Elefanten gleich viele sind, weil
jedes Element genau 1 zahlt. Invarianz bedeu-
tet, dass sich eine Anzahl nicht verandert, wenn
die gleichen Elemente anders angeordnet wer-
den (Gelman & Gallistel, 1978). Das Abzahlen
ist also nicht nur eine Trainingssache, sondern
hat wesentlich mit dem Mengenverstandnis zu
tun (Hess, 2016, 2021a).
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Zweiter Tiir6ffner: Mengen ver-
gleichen, verindern und aufteilen
Das Prinzip der 1-zu-1-Korrespondenz zwischen
Zahlen und Elementen spiegelt ein fortgeschrit-
tenes Mengenverstandnis, weil das Abstrak-
tions- und das Invarianzprinzip darauf griinden:
Jedem Element wird genau eine Z&hlzahl zuge-
ordnet. Weder die Grosse noch die Anordnung
der Elemente verandern die Anzahl. Die Trag-
weite solcher Erkenntnisse zeigt sich, wenn jun-
ge Kinder ungeordnete Steine zahlen, das heisst
jeden Stein genau einmal antippen. Verlassliche
Strategien bestehen darin, vorgangig eine «Zahl-
strasse» beziehungsweise eine Steinreihe zu bil-
den oder die Steine aktiv an einen anderen Ort
zu verschieben. Ebenfalls auf der 1-zu-1-Kor-
respondenz beruhen die Prinzipien des Verglei-
chens, Veranderns und Aufteilens von Mengen
(Resnick, 1989; Hess, 2016, 2019, 2021a).
Das Vergleichsprinzip verlangt ein gemeinsames
Kriterium, es wird also das «Gleiche im Ande-
ren» gesucht. Die beiden Punktereihen in Abbil-
dung 1 oben kdénnen beispielsweise nach dem
Kriterium Farbe, Lange oder Anzahl verglichen
werden. In Bezug auf die Anzahl lasst sich argu-
mentieren, dass fur die 1-zu-1-Korrespondenz
genau ein griner und genau ein oranger Punkt
fehlen — folglich missen es gleich viele sein. Im
unteren Beispiel kdnnte einer der beiden rechts
Uberstehenden Punkte nach vorn versetzt wer-
den, sodass die 1-zu-1-Korrespondenz bezie-
hungsweise der weiterhin frei stehende Punkt
anzeigt, dass es mehr orange Punkte gibt.

Solche Anzahlvergleiche sind weder einfach
noch selbstverstandlich. Darauf verwies Hase-
mann (2006, S. 74) in Zusammenhang mit
funfjahrigen Kindern, denen er eine Karte mit
zufallig angeordneten Luftballons (Abb. 2,
oben) und 4 Karten mit Warfelbildern zeigte
(unten). Die Frage lautete: «Welche Karte mit
Wiirfelbildern passt zu den Luftballons?» Die
meisten Kinder sagten, die erste Punktekarte
passe zu den Ballons, weil beide voll seien.
Hasemann interpretiert, dass die Ermittlung
der Luftballons eine «geschickte Organisation
der Zéhlprozedur» beziehungsweise eine 1-zu-
1-Korrespondenz erfordern wirde und die
Kinder stattdessen den optischen Eindruck be-
ziehungsweise die beanspruchte Flache fokus-
sierten.

Des Weiteren besagt das sogenannte Zunahme-
Abnahme-Prinzip, dass eine Anzahl grosser
beziehungsweise kleiner wird, wenn Elemente
oder Einheiten dazukommen oder weggenom-
men werden. Damit verbundene Erkenntnisse
hangen ebenfalls mit der 1-zu-1-Korrespon-
denz zusammen, weil sich die Zu- und Abnah-
men weder Uber eine beanspruchte Flache
noch Uber die Lange einer Reihe verlasslich be-
stimmen lassen.

Gleiches gilt schliesslich auch fur das Teile-Gan-
zes-Prinzip, das impliziert, dass sich Mengen
unterschiedlich gliedern und zusammensetzen
lassen — also zum Beispiel durch eine Gliede-
rung mit der Kraft der 5 (z.B. 8 =5 + 3) oder
durch das Verdoppeln (z.B. 8 =4 + 4).
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Abbildung 1: 1-zu-1-Korrespondenz als Kriterium fiir den Mengenvergleich.



Quelle: Hasemann, 2006, S. 74

Abbildung 2: 1-zu-1-Korrespondenz als Grundlage des Anzahlvergleichs.

Dritter Tiiroffner: sich an
grosseren Einheiten orientieren
Mathematisch fortgeschrittene Kinder kénnen
Anzahlen 6konomisch erfassen und spater
auch effizient rechnen, wenn sie die Einheit 1
mit einer 5er- und einer 10er-Orientierung
kombinieren. Das kann unter anderem mit
Ubungen zur mentalen Vorstellung von Finger-
und Wiirfelbildern oder Zahlstrichen gefordert
werden, zum Beispiel, indem die Kinder Anzah-
len zwischen 5 und 10 mit 1er-, 2er-, 3er-, der-,
Ser- und 10er-Punktestreifen legen (Hess,
2018a, b). Solche Handlungen entsprechen
der Struktur, die (spater) auch beim denkenden
Rechnen zu erzeugen ist. 8 + 7 wird zum Bei-
spiel mit einem 5er- und einem 3er- sowie
einem 5er- und einem 2er-Streifen gelegt. Die
beiden 5er ergeben einen 10er (Verdoppelung),
der 2er und der 3er einen 5er (7 +8=5+5 +
2 + 3 =15). Grundvorstellungen und Gelaufig-
keiten zum Verdoppeln/Halbieren und zur Kraft

Kardinalzahl 7

der 5 entsprechen wichtigen Voraussetzungen
fur die Anwendung nicht zahlender Rechen-
strategien (vgl. Hess, 2018b).

Vierter Tiiroffner: Konzept

des verbalen Zidhlens

(ordinales Verstidndnis)

Neben den genannten Kompetenzen zum
Abzahlen von Elementen ist auch ein flexibles
verbales Zahlen anzustreben (Fuson, 1988),
also von jeder Zahl aus vor- und rtickwarts,
spater vielleicht in 2er-, 5er- und 10er-Schrit-
ten. Auch dieser verbale Akt des ordinalen
Zahlens (jede Zahl hat ihre Position und ihren
Namen als Zahlzahl) unterliegt einem Entwick-
lungsprozess. Dieser beginnt bei einer ganz-
heitlichen Zahlwortreihe (&hnlich einem Sing-
sang, bei dem die einzelnen Zahlnamen in
einer Melodie verschmelzen) und fihrt zum
verbalen Zahlen, wie es Erwachsene tun. Das
flexible Zdhlen macht den Anschein, als sei es

enthalt die Elemente namens 1, 2, 3,4, 5, 6, 7
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Ordinalzahl 4 als Name der Zéhlzahl oder als Position

Abbildung 3: Unterscheidung zwischen Kardinal- und Ordinalzahl.
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«lediglich» eine Sache des Automatisierens.
Dass der Schein trugt, lasst sich spatestens
erahnen, wenn Kinder Uber 10er oder 100er
hinweg vor- oder riickwarts zéhlen, zum Bei-
spiel «102, 101, 100, 90, 80, oder 57, 58, 90,
91, 92», und dabei 10er und 1er durchei-
nanderbringen.

Ein analoges Unvermogen ist festzustellen,
wenn Kinder Positionen auf dem ordinalen
Zahlenstrahl einschatzen, also beispielsweise
auf einer Skala mit Marken bei 0, 50, 100, 150
und 200 Zahlen wie 15 oder 105 eintragen
sollen. Das Konzept des verbalen Zahlens be-
dient also ebenso und massgeblich auch die
ersten drei mathematischen Turoffner.

Zihlen als tragisches Handicap

Die Unterscheidung zwischen dem kardinalen
und dem ordinalen Zahlaspekt gelingt manchen
Kindern mit mathematischen Lernschwierigkei-
ten nicht. Sie verstehen Rechnungen als Zahl-
rezepte, sie l6sen samtliche Operationen ordi-
nal und verhaften bei Zéhlprozeduren. Es fehlt
ihnen die Moglichkeit und haufig auch das
Selbstvertrauen, sich an grosseren Einheiten
zu orientieren. Dies hangt sowohl mit einge-
schrankten Zahlkompetenzen beziehungs-
weise einem bescheidenen Mengenverstand-
nis zusammen, aber auch damit, dass sie
strukturierte (kardinale) Punkte-, Finger- und
Warfelbilder oder Zahlstriche ablehnen und
sich nicht an 5ern und 10ern orientieren. Sie
suchen weniger nach Ubersicht und Eleganz,
sondern zéhlen in stereotyper Art und Weise,
manche bis in eine Sackgasse namens Dyskal-
kulie. Es brauchte also friihe und gezielte, in-
klusive und exklusive Lernanlasse und einen
Unterricht, der frihe Signale erkennt und mit
entsprechenden Unterstiitzungsmassnahmen
reagiert.
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